2007 T International Conference

March 9-11, 2007
http://education.ti.com/educationportal/sites/US/nonProductMulti/
pd_conferences_chicago.html

RELME 21

21 REUNION LATINOAMERICANA DE MATEMATICA EDUCATIVA
22 al 26 de Julio de 2007
http:/mailinf.reduc.edu.cu/Redirect/www.relme-clame.org"
http://www.relme-clame.org

Xl CIAEM

XIl CONFERENCIA INTERAMERICANA DE EDUCACION
MATEMATICA

15 al 18 de Julio de 2007 http://www.convention-center.net/ciaem

IX Simposio de Educacion Matematica. (SEM)

Chivilcoy, Argentina

7 al 10 de mayo de 2007 http://www.edumat.org.ar

5th CERME Conference

22 al 26 febrero 2007. http://www.cyprusisland.com/cerme/
VIl Seminario Nacional de Historia de Matematica.

1 al 4 abril 2007. http://www.sbhmat.com.br

V Conferencia Internacional de Matematica y Diseio

01 al 04 Julio 2007. www.maydi.org.ar

Internacional Conference on the Teaching of Mathematical
Modelling and Aplications - ICTMA

13. 23 a 27 Julio 2007. ictma13@ku.edu.np

XIX Encuentro Nacional y V Internacional de Investigadores en
Educacion ENIN2007
Santiago, Chile. Noviembre 2007. http://www.cpeip.cl

Fifth European Congress of Mathematics
Amsterdam, Holanda. http:/www.emis.de/conf/emsconfs.html

XVII COLOQUIO LATINOAMERICANO DE ALGEBRA
Medellin, Colombia. 23 al 27 de julio 2007
http://altenua.udea.edu.co/~claxvii/

X International Workshop on Differential Equations, Number
Theory, Data Analysis Methods and Geometry.

University of Havana, Cuba. February 19-23, 2007.
http://www.crm.umontreal.ca/~physmath/home.dir/HAVANA2007.
dir/index.html

VI Congreso Venezolano de Educacion Matematica.
08 al 11 de octubre de 2007. Maracay.
http://www.relme-clame.org/contenido/noticias.php#vicvem

V Conferencia Internacional de Matematica y Disefio M&D 2007.
Blumenau (SC). Brasil del 1 al 4 de julio de 2007
www.maydi.org.ar

XXIl Jornadas Nacionales de Docentes de Matematica de
Facultades de Ciencias Econdmicas y Afines.

26, 27 y 28 de septiembre de 2007. Universidad Nacional de
Cuyo, Mendoza.

jornadas2007 @fcemail.uncu.edu.ar

1. Excelente pagina con informacion detallada y un concurrido
foro de preguntas y soluciones. Grupo de discusion sobre
programas de matematica e ingenieria para las calculadoras
TI-89Titanium y Voyage 200. http://www.calculadoras.cl/

2. En la siguiente pagina podran encontrar una variedad de
novedosos y actuales programas para calculadoras TI.
http://www.ticalc.org/

3. Acé encontraran programas, podran bajar emulador para las
calculadoras, accesorios, informacién sobre los cables link,
foro, etc. (la pagina se encuentra en francés)

http://www.alvasoft.net/texas-programmes-et-cours-a-

telecharger-pour-ti89-ti92-et-voyage200-23-1.html

4. Manual y programas para la TI-83 http:/www.wku.edu/
~david.neal/manual/ti83.html

5. Pagina sobre la TI-89 con programas, juegos, emulador,
librerias para juegos, instrucciones para cable link, enlaces,
etc. http:/membres.lycos.fr/xopti89/
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6. Pagina muy completa en donde se analiza el uso de las

calculadoras. http://www.telefonica.net/web2/nou/calculaweb/

7. Materiales interactivos para el aprendizaje de la Geometria
con la utilizacién del programa Cabri-Géometre Il. Enlaces:
geometria interactiva, calculadoras, calculadoras graficas.
http://www.terra.es/personal/joseantm/

8. La informacion de Matematica esta clasificada en articulos y
actividades (actividades con Cabri, calculadoras gréficas -
contiene una guia rapida de la calculadoraTI-83, actividades para
un rincon matematico), http:/mwww.mismates.net/ modules.php?
name=Content&pa=list_pages_categories&cid=127

9. Péagina personal de Jimmy Rueda E. para las calculadoras
Texas InstrumentsTI-89 ,TI-89 Titanium, TI-92 Plus y Voyage 200
http://www.geocities.com/tiespjar/tiespjar.ntm

10.Actividades calculadoras graficas y simbdlicas

http/Avww.mismates.net/matematicas/actividades.htmicalculadora

con
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Estudio del movimiento de proyectiles

R. Alvarado Ortega - roalvarado @itcr.ac.cr

El estudio del movimiento de un proyectil en el aire puede verse desde diferentes puntos
de vista. Tradicionalmente se trata la relacidon distancia horizontal versus tiempo y altura
versus tiempo. Sin embargo, se pueden explorar otras relaciones como angulo de
disparo y tiempo de vuelo, dngulo de disparo y alcance méaximo horizontal, angulo de
disparo y altura maxima. Con ayuda de una calculadora simbolica graficadora (Tl — 92,
Tl — 92 plus o Voyage 200) se puede simular dicho movimiento y determinar tales
relaciones utilizando regresiones cuadraticas.

1. Introduccion

El movimiento de proyectiles es una combinacion de un movimiento rectilineo uniforme
(MRU) en el eje horizontal, y un movimiento con aceleracidon constante en el eje vertical.
Por ello, son vélidas las ecuaciones de MRU y las de caida libre.

Las ecuaciones basicas son:

X=V,- cos(0)-t (1.1) donde:
s a0
t =tiempo.

Y = altura alcanzada.

Y, =alturainicial.

X = alcance horizontal,

g = aceleracion gravitacional. (9.8m/s?)

La forma parabdlica del movimiento es determinada por la relacion entre la altura y el

alcance horizontal:
Y = Xtg(6) - 9se¢” (6) x2
2V

Es frecuente estudiar la relacién de las distancias horizontal y vertical, en funcién del
tiempo, en donde éste, siempre se presenta como variable independiente. Es claro que las
relaciones son: lineal (x versus t) y parabdlica (y versus t).

En el caso de la relacién del angulo de disparo del proyectil con otros pardmetros, se
deduce que existe una relacion causa — efecto, en donde la variacion del angulo (causa)
determina el valor de: el tiempo que dura el proyectil en el aire, la distancia a la que cae y
la altura maxima que alcanza (efecto). Este comportamiento es independiente de la
magnitud de la velocidad inicial.

Despreciando los efectos de friccion con el aire, e imponiendo las condiciones iniciales en
las ecuaciones (1.1) y (1.2):

si t =t, (tiempo de vuelo) entonces:

X = R (alcance maximo horizontal);

Y = O (altura final)

Se llega a:

R=V,-cos(6)-t, (2.1)
O=Y,+V, sin(6) t,+3-g-t7  (22)

Continua en la pagina 3




Estimados profesores y lectores de Latinoamérica,

Nos complace presentar la octava edicion de la revista Innovaciones
Educativas, cuyo principal papel es compartir experiencias en el uso
de la tecnologia portable en la ensenanza-aprendizaje de la matematica

y las ciencias.

A modo de reflexion, hoy en dia nuestros estudiantes estan viviendo en un
mundo cada vez mas digitalizado, donde la manipulacién de equipos
portatiles con pantallas y teclas es algo cotidiano para ellos. Es mision
de los profesores aprovechar la tecnologia y la habilidad e interés que
muestran los jovenes en su uso, para hacer mas atractivo y eficiente el
proceso de ensenar y aprender.

La metodologia y la didactica de ensefar debe ir a la par con los avances
tecnoldgicos, en la actualidad y con las herramientas que disponemos no
podemos concebir una clase basada en la memorizacién y la mecanizacion
de rutinas. La tecnologia educativa nos permite analizar de manera
interdisciplinaria problemas reales, logrando una globalizacion de la
ensenanza, profundizacién de conceptos y un aprendizaje significativo
basado en el concepto de descubrimiento (ensayo y error). Dichos
argumentos invitan al educador a actualizarse e involucrarse en el proceso

de innovacion, inserto en las nuevas politicas educativas.

En esta edicion incluimos articulos y actividades de aula sobre el estudio del
movimiento de proyectiles, funcion exponencial y el crecimiento de
bacterias, Método de exhaucion y uso del APPS “Calculus Tools, un
laboratorio de conservacién de energia en un péndulo simple, las curvas de
Bézier en Cabri Geometry, también podra explorar las medias
aritméticas, geométricas, etc. en varios contextos e incluso demostrar
la validez de conjeturas en la voyage 200 y leer sobre una experiencia
de préstamos de calculadoras en bibliotecas.

Aprovechamos esta tribuna para invitarles al desafio permanente de aplicar
tecnologia en el aula para beneficio de nuestros estudiantes.

Consejo Editorial

Dr. EDISON DE FARIA CAMPOS
Universidad de Costa Rica

edefaria@cariari.urc.ac.cr

Lic. MARCO ANTONIO BARRALES VENEGAS
Colegio Aleman de Concepcion
Universidad San Sebastian. Concepcion, Chile

mbarrale @dsc.cl

Prof. MARIA DEL PILAR MORFIN HERAS
Universidad de Guadalajara, Mexico.

pilarmorfin@yahoo.com

Dr. JUAN MELIN CONEJEROS

Texas Instruments Inc.

Malaga 115, Of. 904. Las Condes. Santiago, Chile.
jmelin @ti.com

Nota: Si tiene una actividad o articulo que quiera
compartir y publicar en esta revista, contacte a
uno de los editores.

Ayude a otros profesores a incorporar la tecnologia a sus clases. ;Como me deben de enviar
Envie un articulo a nuestros editores y si es publicado recibira una Articulos o Actividades de los autores?
calculadora de su eleccion o un recolector de datos jgratis!

m Los trabajos se reciben por correo electronico en un archivo

Perfil de los Articulos o Actividades

Se intenta publicar articulos o actividades que:

Word en fuente Arial de 12 puntos.
m Tamano de no mas de 3 paginas tamano carta, salvo
excepciones.

m  despierten la curiosidad por la tecnologia.

presenten una novedad de como resolver un problema.

el profesor perciba las ventajas de resolver algo con
la calculadora.

motiven al profesor a comenzar a utilizar la tecnologia
en sus clases.

presenten una forma inteligente, creativa, amistosa de cémo
resolver un problema utilizando las herramientas de
Texas Instruments.

. 2 Innovaciones Educativas

Debe tener un parrafo de introduccion.

Las pantallitas, graficas o fotografias se solicitan en archivos
separados. Las pantallitas se necesitan en formato tif con un
minimo de 400 dpi. Las gréficas en formato jpeg o gif y las
fotografias deben de ser en alta resolucién en formato eps o jpeg.

* Una calculadora o recolector de datos (CBR 2™ o CBL 2™)

por articulo.



Para un disparo desde el suelo (Y, = 0), se pueden encontrar las

siguientes relaciones:

t, = 2V,sin(6) (3.1)
g

R= Vfsin(26)  (3.2)
g

Y, = Vosir(6) (33)

29

Estas ecuaciones indican que en cada relacidon existe un cierto
grado de complejidad. La manera mas practica de vencer este
obstaculo, es realizar ajustes por minimos cuadrados de los
datos tabulados, en donde la variable independiente es el &ngulo
de disparo (no el tiempo, como es tradicion).

Recordando que las funciones trigonométricas pueden ser
expandidas en series de potencias, se tiene:

. B 9? 95 (_1)/702n+7
sin(6) = e-y o1 Fon g 1t (4.1)
het 70, 5 g Tgpm
1 /7 1+ 1+
sin(26) = 26 - S0 5! Zn s )i +...(4.2)
11+722n-1020n
sin2(9)=%f -42_3425_5,—96- ST 2 (22:)_, 0 . .43)

Sustituyendo las ecuaciones (4) en las (3) se encuentra que:

2V, & & -1)°9°"7
23’03‘ 2595 (_1)n22n+792n+7
Q (29 37t .+W +... (5.2)
v - (292 2364 2565 e 1) 722 97" )(5,3)
max = Zg 21 +6I - (2n)! .

Evidentemente, las soluciones de las ecuaciones (5), dependen
de la cota superior de la serie, que esta en relacion directa con el
grado de exactitud y precision deseadas, las cuales a su vez, son
determinadas por los coeficientes de determinacion y de
correlacion correspondientes.

En la seccion 2 se hace una descripcion detallada del
procedimiento, en la seccidon 3 se presenta la discusion de los
resultados y las conclusiones se incluyen en la seccion 4.

2. Procedimiento:

I Parte  Caracteristicas basicas de un proyectil

1. Encender la calculadora

[Fim| Fev  [.Few | P . FE  T.FEx T |
< 1 atbralcaie 0t oz [ESFran|Bore

presionando la tecla [ON] y
luego presionar [¢] Q para
llegar a la pantalla principal
(pantalla HOME)

FIAIN FAD_ERACT FONE 07300

2. Presione [MODE],

seleccione el tipo de grafico
PARAMETRICO, el angulo

en GRADOS vy seleccione el Eéﬁc‘ﬁ‘sztég,lmi?“ ReRLa
Uector Format . . RECTAMGLLAR+

+ Pretiy Print...... OH%
CEnter=SAVE D ESC=CHHCEL »

ﬁs: < AND > 10 OFEN CHOICEZ

MI‘IDE

Page lPage 2Page 3

e PHRHNETRICé
Current Folder...
H1s lag Digits.

tipo de grafico FUNCION y
presione [ENTER].

3.

Presionar [ENTER] para guardar la configuracion.

Con las teclas [®] W se llega al editor de ecuaciones. Borre

cualquier ecuacion que se encuentre en el editor de ecuaciones

marcando [F1] [8]. Coloque el cursor en la linea xt1=.

Digite ahora lo siguiente:

150 * cos(0)*t y presione
[ENTER]. Automaticamente
pasara a la linea de edicion
de “y’ es decir, a yt1 =

Digite 150 * sin(6)*t -4.9*tA2 y

TR
vi— Zoanlemis] v [Ai1 St.gle

uto=
wt1Ctd=150*sinC0)*¥t—4.9%t*2
FRIN TEG ESACT FE

presione [ENTER]. Ya usted ha guardado la ecuacion de

un proyectil disparado con una rapidez de 150 m/s, a un

angulo de 0°.

Repita el punto anterior,
aumentando los dngulos de
10 en 10 hasta llegar a los 90°.

Note que la tecla [F4]
presionada sobre alguna de
las ecuaciones, permite
marcar o desmarcar las
mismas. Desmarque las
ecuaciones en las cuales el
angulo sea mayor de 40°.

| Fzw N FET

vi— B T St.gle
TALT=158-sin(E@ 4 - 4,54
et B=150 cosivl) £
vtgs1g0-Sin(rny-t - 4.5 +2
b 3=150 - cos(SE) - L

Ft3=150" cas(2) 4
Ut3=150 sin2E) t - 4.9 £2
%4=150- cosi 389 £
ut4=150- sin3E)- ¢ - 4.9 £2
*5=150- cosi 48)-L

P S LICOR 4,942
b

4 g iE0. oo s 4 0,2
tb{t)=150%cos (50> %t
Enm TEG ESACT FAE

Presione [®] E para ir a la ventana del grafico. Los valores

que ahi aparecen, se refieren al tiempo t transcurrido desde

el lanzamiento, al alcance
horizontal X y a la altura Y.
Digite en su calculadora los
valores que aparecen en la
siguiente pantalla:

mm

Ifx T F_Tzv
E Zoom

IF TEG ERRCT FAE

=0 t,.=22 tstep = 0.5

Xmin =0 Xpmax =2500 X, = 100

Ymin = 0 Ymax = 500

Para ver los graficos, presione
los graficos. ;Qué
caracteristica tiene cada uno?
¢Qué cree usted que ocurriria
si en el punto anterior cambia
athx=1.5s?

Ysal = 50

[¢] R. Identifique cada uno de

10.Determine la validez de su respuesta, presionando [¢] E y

cambie el valor de t,,,, a 11.5. presione ahora [¢] R

T _FET FEw | FBw [F7

- f—|Zoon Tice Regr‘aph Math|Oraw|-

AN TEG ERACT AR

AIN TEG ERRCT AR
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12.Presione [¢] E parair a T

14.Repita el punto anterior, para

11. Identifique cada uno de los gréaficos, y observe la posicién final

del proyectil. Para diferenciar cada grafico, presione [¢] W,
luego coloque el cursor sobre la ecuacion que desea
diferenciar (ya sea la correspondiente al eje X x(t) =, o al ejeY
yt = y presione [F6], después seleccione cualquiera de las 8
opciones, digitando el nimero o presionando [ENTER] sobre
la opcion elegida).

- f—|Zoom
e min=g,
la ventana del gréfico. g;gg%}s
Digite en su calculadora los et
1n=L.
= ]
valores que aparecen en la &5
siguiente pantalla: _ — -

thin=0 t,. =31 torep = 05
Xmin=0  Xax = 2500 Xs = 100
Ymin = 0 Ymax = 1200 Yscl = 50
13.Desmarque todos los graficos, mr AT

- f—|Zoon Tice Regr‘aph Math|Oraw|-

excepto los correspondientes
a angulos de 10° y 80°.
Presione [¢] R [F2] 9.
Identifique cada uno de los

HIN EG ERACT FAE

gréficos. jQué caracteristica

los relaciona?

los angulos de 20°y 70° ;Qué
caracteristica los relaciona?

¢Ocurrira lo mismo para

otros angulos? I

TEG ERACT FAE

Il Parte  Relacion entre el angulo de disparo y el tiempo

de vuelo.

Determine el tiempo de vuelo para un lanzamiento a 0°, de la

siguiente manera:

i. Presione [¢] Wy coloque

el cursor sobre la ecuacion
yt1 = 150 sin(0) t - 4.9t%
Marque ahora [F1] 5y

A +
8 Clear Functions
F:Format. +F

gt,4 150 sln(SD) t, 4,942
Hmi(t) 15EI*31n(EI)*t 4.9%t~2

5

luego [®] Q para llegar a

la pantalla principal.

ii. Presione [F2] 1. (para
solucionar ecuaciones

iTrig
fComplex
fExtract *

de cualquier grado).

iii. Presione [F1] 6, y digite

1 Fer Fiw Fyr FE 5
1 atbralcaic otherFrantolc1e5n Up

seguidamente =0, t).
Presione [ENTER] para
obtener el resultado.

mecluelisn sincmyt-4.9 t2=0,¢] t=

Lwe(150¥sinCO>*t—4. 9%t 2=0.t>
u:. DEG EHACT PAE 1/30

2. Repita el punto anterior, para cada uno de los angulos, desde

5° hasta 90°.
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Con los datos anteriores complete una tabla de datos en su

calculadora utilizando el siguiente procedimiento:

i. Presione [APPS] [6] [3] seleccione Type: Data, Folder: main,
Variable: angtiemp. [ENTER] [ENTER].

ii. Aparece la tabla de datos. Copie los valores de q en la
columna C1, y los del tiempo de vuelo en la columna C2.

) [ 1 T P T T T3 G G
F'lo!. Setup|iell Hesder |Calcptil SL -22 Ploi SetuplCell emter |52 . m’l stal
w F WEL )
_‘51 e ? e3 ed ]

1 . Jz.67 Type: Datar

2 1 S, Folder: main®

3 [as0 v oz 3

4 FEN .97

5 25. Z.94

6 |30 5. 31

7[5, 7. 96

cZ Title=

Imm Tra e (113 IR TE FTe AL

rvoinantincep Flok 1

Presione ahora [F2] y llega a Seatters ¢

TRy
—
=

una pantalla en la que el cL
3
cursor marca Plot 1. Con [F1] :

b [
rigg? MO+

[N OE W=

selecciona: Plot Type: scatter, :

Mark: Plus, x: C1, y: C2. e e EStmD ]
[ENTER] y llega de nuevo

a la tabla de datos.

Presione [MODE], seleccione
el tipo de grafico FUNCION y
presione [ENTER][ENTER].

Con [®] R podra ver el gréfico.

Si no aparecen todos los
puntos, presione [F2][9].
¢Qué tipo de grafico es?

;Qué relacion puede usted

pronosticar?

Regrese a la tabla presionando [APPS][6][1]. Para realizar el
ajuste correspondiente, presione [F5], calculation Type:
QuadReg [ENTER], x: C1, y: C2: Store RegEQ To y7(x)
[ENTER][ENTER].

TNt WAt Cateutate
Caleulation Tupsa. o Qumﬁeg +

" Sartantane 53:; sty
Calculation Tyre. . gl ar

................. c.2
Store FesEQ Lo.... FIEEM~
Use Freg and Cat,egcnes’ HO+

CSC=GANCEL
Ahora aparece el modelo que ;a;‘-_npl D DR S AR A A
representa al tiempo de vuelo Gkl - :g§§§21
en funcién del angulo de e L0

disparo, asi como el coeficiente

[TITTTTITE

de determinacion (r?). Calcule [eZMislte- —— "
el coeficiente de correlacion (r).

¢{Cumple este modelo con su prondstico? Determine la validez
de su modelo. Hagalo de la siguiente manera:
presione. [¢] Q para llegar a la pantalla principal (pantalla
HOME). Luego, sobre la linea de edicion digite y1(x) y



presione [ENTER]. Aparecera el modelo obtenido. Sustituya la
variable x por algunos de los datos y presione [ENTER] en cada caso.

Erat] nv i T [f:‘m] Fiv IF"I l'-wT [ l g
| nge‘br‘aCalc Lhew'PrngU lear a-x. » f—|AlgebralCslcfither|PranIl|Clesr a—z

LRI L) £ ODT291 %% 4 . €51986 % = 1. 0004
= (5 2. 1770

11 T L399

= wl(135) 8. 035

1035y 17,786

# l(6a) 6. 269

= ylx) ~. 03231 xz'f SE31305 3 — L. 004 1(85) 5. 538
FabiM i T T75w ) URE 7750

lll Parte Relacion entre el angulo de disparo y el Alcance
maximo horizontal.

L 1]
1. Presione [MODE], seleccione el FuscTIoNs

Current Folder....
lsglae Digits.... FL nT 6+

ExPﬂr\ent ial Format

tipo de grafico FUNCION, el
, . Corplex Format.... FREAL=*
angulo en GRADOS vy presione | |, ey Ezsngtso-:. FRETRHsuLARS

[ENTER][ENTER].

8. Presione de nuevo [ENTER]. 7 O L AL A A
Friving
Nuevamente aparece un R —
T i S
modelo que representa el B: Iloeibez ]
alcance maximo horizontal en : ]
——EnLeP=DK I
funcion del angulo de disparo, ¥cos (el Xy

asi como el coeficiente de
determinacién (r?). Calcule el coeficiente de correlacion (r).

¢Cumple este modelo con su prondstico? Determine la validez
de su modelo. Hagalo de Ila siguiente manera:
presione. [¢] Q para llegar a la pantalla principal (pantalla
HOME). Luego, sobre la linea de edicion digite y2(x) y presione
[ENTER]. Aparecera el modelo obtenido. Sustituya la variable x
por algunos de los datos y presione [ENTER] en cada caso.

T Fid FIw FA¥ 0 e [y L il Ty FE L3
Al gabralcale ther Pramioflear a=z.. T a3l e Der Pr om0l Lo oz,

2. Presione [¢] W para ir al editor

de ecuaciones y con [F4], Gt e
Ul" 00329091 84726522 w2 + 65195614039
desmarque todos los PLOTsy | #:

H uh=
las ecuaciones que puedan u€=
estar almacenadas. A SRS IR

3. Abra la tabla de datos angtiemp presionando [APPS][6][1].

4. Coloque el cursor en la columna c3, justo sobre la casilla donde
aparece c3. En la linea de edicion debe aparecer: ¢c3=. Ahora
digite sobre esa linea: 150*cos(c1)*c2 y presione [ENTER].
Espere un momento y en la columna c¢3 apareceran los valores

del alcance maximo horizontal.

'12 PlotnSeLup 0211 He';der C'aglr ?l’l Stal &j\é—w P]ol,n etup C?ll He’a‘dev‘ l:’aslrErt.‘lvl S:.?at
AT | | o [
1 | i 4 ] 1 2 4 ]
; %'a é.g? . = 1 ; %.6? SQB.BQc .
- .22 r4 10, (S, o2 5. 23
3 135, 2 3 15. v.92 47, 5|
4 20, 47 4 20, 0.47 75,
5 25, W 5 23, AT ) N
5 (30, 221 1 ﬂ Sa31 11908,
Id 5. 1756 7 7. 56 157.
ﬁ= I - H§m EI *cus(ci)*cz -
5. Presione [F2] y coloque el T e T ay
A aeh TR Bt
cursor en Plot 2. Con [F1] L E
o o .
=
. . X H
seleccionar: Plot Type: scatter, s PR
Mark: Plus, x: c1, y: ¢3, . H )
rd i [
[ENTER][ENTER] vy llega de E‘—’u CEECERED) T

nuevo a la tabla de datos.

6. Con [®] R podra ver el gréfico. Si no aparecen todos los puntos,
presione [F2][9]. ;Qué tipo de grafico es? ;Qué relacién puede
usted pronosticar?.

7. Regrese a la tabla presionando [APPS][6][1]. Para realizar el
ajuste correspondiente, presione [F5], calculation Type:
QuadReg [ENTER], x: c¢1, y: ¢3: Store RegEQTo y2(x) [ENTER].

(_‘MMW ¥ aittdn Iair Coleutab
galculatmn Twee .. H Clleculation Tupe. GuadReg+ B
- Kevererrarananans |6l
2| Store RegER bo... yg2d(x)+
3| Use Freq and Categories?  HO+
5
5
HIE st . |
= ESC=EAHTEL

'l.166‘3'x2+ 185,436 x - 132.104

3E5, 50
205, 564
i156. 79
z12s.
1553, 2
39%. 10,

mu200  -1.1669 %2 + 105,436 x - 132. 104

[L{-LTiL] T

IV Parte Relacion entre el angulo de disparo y

La altura maxima.

Presione [¢] W para ir al editor de ecuaciones y con [F4],
desmarque todos los PLOTs y las ecuaciones que puedan estar

almacenadas.
Regrese a la tabla de datos angtiemp presionando [APPS][6][1].

Coloque el cursor en la columna c4, justo sobre la casilla
donde aparece c4. En la linea de edicion debe aparecer: c4=.
Presione [ENTER] y digite en la linea de edicion:
abs(75*sin(c1)*c2 — 1.225*¢c1/2). Vuelva a presionar [ENTER].

(Para la funcion abs (debe W
presionar [2nd][2][ENTER]). T
Espere un momento y en la g

columna c4 apareceran los E

valores de la altura maxima. |gd=ahsc?

MR NanMtiaep Flok T
Scattier+ H
Pluss

Presione [F2] y coloque el

=

cursor en Plot 3. Con [F1]

[
. =
seleccionar: Plot Type: scatter, :

i [
rigs> HO+

Mark: Plus, x: c1, y: c4,
[ENTER][ENTER] y llega de
nuevo a la tabla de datos.

(ESE=LANCEL » F

Con [¢] R podra ver el grafico. Si no aparecen todos los puntos,
presione [F2][9]. ;Qué tipo de grafico es? ;Qué relacidon puede
usted pronosticar?

Innovaciones Educativas 5 .



5. Regrese a la tabla presionando [APPS][6][1]. Para realizar el
ajuste correspondiente, presione [F5], calculation Type:
QuadReg [ENTER], x: c1, y: c4: Store RegEQ To y3(x)
[ENTERI][ENTER].

F Lo n\!n! AME ESIE.!‘!!‘
Ca]culat:on TyRe . ngllar

i mainbendtisme Caloulat
7 Calculation Type. GuadReg+
|r.1
|cn|
[ B
ries? RN

6. Presione de nuevo [ENTER]. Nuevamente aparece un modelo

que representa la altura

Fi T3, 4, 3 f
SUMT VERD

o

Lat

‘J—a xE+DxEc

maxima en funcion del angulo & Seare

. . nff- =-35. 80777 —]
de disparo, asi como el g, TSEmash —
coeficiente de determinacion = I H

2 . = —
(r?). Calcule el coeficiente de 3=398 3 I70aS

correlacion (r).

7. ;Cumple este modelo con su pronostico? Determine la validez
de su modelo. Hagalo de la siguiente manera: presione. [¢] Q
para llegar a la pantalla principal (pantalla HOME). Luego,
sobre la linea de edicidon digite y3(x) y presione [ENTER].
Aparecera el modelo obtenido. Sustituya la variable x por
algunos de los datos y presione [ENTER] en cada caso.

| .‘1‘3 ng’é’br‘a C?l‘c. U!:'A;r' Pr';snIOElear"‘ a=F..

1. 27608 )(2—35.89?3')( + 339,454

192,319
103, 934
39, 4369
649374

2724.86
6515.49

|'1-'m A A P L

= 300 L. 27608 w2 - 35,5678 » + 333, 4

FRAIN L1} TRT 1755 TP% hUTD [T

Parte I: EI mov. de un proyectil es de tipo parabdlico, donde se
tiene que el tiempo de vuelo (t)es, justamente el tiempo
transcurrido desde la salida del proyectil, hasta que éste regresa
al suelo (caso Y, =0); cualquier otro t< t, localiza al proyectil en
algun punto de la trayectoria.

Por otro lado, se tiene que el alcance maximo horizontal aumenta
con el angulo, hasta los 45°, luego cambia la relacién de forma tal
que R va disminuyendo al incrementarse 6. También hay que citar
que angulos complementarios (80 y 10), (70 y 20), (30 y 60),...,
tienen el mismo alcance horizontal.

Parte II: El tiempo de vuelo puede relacionarse con el angulo
de disparo de manera cuadratica (ec. 6.1) o cubica (6.2), sin
embargo, se prefiere tomar (6.1) en virtud de que el coeficiente
cubico de (6.2) es practicamente despreciable, mientras que la
correlacion en ambos casos es muy cercana a la unidad.

En ambos casos, el coeficiente cuadratico es negativo, por lo que
la curva debe ser céncava hacia abajo.

Légicamente, al tomar mas términos en (5.1), se tendra mayor
precision y exactitud, pero también se aumenta el grado de
complejidad. La diferencia entre coeficientes de correlacion es del
orden de 0.0003, lo cual no es significativo. Por ello es justificable
acotar (5.1) al valor cuadrético.

. 6 Innovaciones Educativas

=-0.00329167 + 0.6519560 - 1.00049 (6.1)
# = 0.999291 r=0.99964

t, = -0.0000186° - 0.000766¢° + 0.5533860 - 0.116683  (6.2)
# = 0.999992 r = 0.999996

En la figura, la linea fuerte es la funcion parabdlica, el contorno
del drea sombreada es la funcién cubica y los datos aparecen
representados por cuadros. Notese como ambas curvas

coinciden en el intervalo [0,90] y _ a

el maximo valor se presenta en el

extremo derecho del intervalo
(6 = 90°), cuando el movimiento

Furt

Parte lll: El alcance maximo horizontal también se relaciona con

corresponderia a caida libre.

el angulo de disparo de manera cuadratica (ec. 7.1) o cubica (7.2).
El peso del coeficiente cubico en (72) es despreciable, y la
correlacion en ambos casos varia muy poco (0.0002) por lo que
es mas practico tomar la forma cuadratica sin exponer ni la
precisién ni la exactitud.

Ry = -1.16689967 + 105.4359120 - 132.103585 (71)
7 = 0.996642 r=0.998320

R = 0.001246° - 1.3435646° + 112.3320216 - 193.936122  (7.2)
7 =0.997189 r=0.998594

Ambos coeficientes cuadraticos son negativos, razon por la cudl,
la curva debe ser céncava hacia abajo.

En la figura, la linea fuerte es la funcion parabdlica, el contorno
del area sombreada es la funcién cubica y los datos aparecen
representados por signos “+7 [T L R it £

Notese como ambas curvas
coinciden en el intervalo [0,90] y
el maximo valor se presenta en el

DiG auTh EUNE

Parte IV: La altura maxima se relaciona con el angulo de disparo

centro del intervalo (6 = 45°).

de manera cuadratica (ec. 8.1) o cuartica (8.2). El peso de los
coeficientes cuartico y cubico en (8.2) es despreciable, y la
correlacién en ambos casos varia muy poco (0.0008) por lo que
es mas sencillo tomar la forma cuadrética. La precision y la
exactitud no se ven afectadas de manera significativa.

Yimax, = 1.2760766° + -35.8077706 + 339.455951 (8.1)
P = 0.998345 r=0.999172
Y max, = -0.00000056" + 0.0081176° + 0.2029056°

+5.0131650 - 22.082426 (8.2)
7 = 0.999999 r = 0.999999

En ambos casos, el coeficiente cuadratico es positivo, por lo que
la curva debe ser concava hacia arriba.



En la figura, la linea fuerte es la funcidon parabdlica, y la

linea delgada es la funcién cuértica y los datos aparecen
representados por signos “+7 Notese como ambas curvas

1 Fiv FEw | Fiv ?
- a Zoom Tr‘ac,e ReGr‘aph HathOrauw]~

coinciden en el intervalo [60,90]

y el maximo valor se presenta en
el extremo derecho del intervalo
(6 = 90°), cuando el movimiento

corresponderia a caida libre. =

DI Pl Fut

4. Conclusiones.

La calculadora simbdlica graficadora es una herramienta
esencial para la simulacion de situaciones reales, tales como
el movimiento parabolico. Ademas, el hecho de ser simbdlica,
simplifica grandemente los calculos, pues permite la evaluacion
directa y despejes de férmulas.

El movimiento de proyectiles presenta varias caracteristicas
propias:

i. Es un movimiento parabdlico, combinacion de dos tipos
de movimiento, uniforme en el eje horizontal y acelerado

en el eje vertical.

ii. El alcance maximo horizontal, para un lanzamiento desde
el suelo, se presenta a 45°.

iii. Angulos complementarios tienen igual alcance horizontal.

iv. Es posible modelar con polinomios de segundo grado, las
relaciones Tiempo de vuelo - Angulo de disparo, Alcance
maximo horizontal - Angulo de disparo y Altura maxima -
Angulo de disparo sin pérdida de precision ni exactitud.
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La exploracion juega un papel central en los procesos de
ensefnanza y aprendizaje de la matematica. En el ultimo tiempo,
gracias a la incorporacion de la tecnologia en estos procesos, esta
actividad se ha visto fuertemente favorecida, pues junto con
ofrecer un trabajo mas expedito, también permite un abordaje
desde los puntos de vista numérico, grafico y analitico
(algebraico). En general, la exploracion se inicia con estudios
numéricos y graficos, los cuales permiten establecer conjeturas,
las que posteriormente pueden eventualmente ser comprobadas
analiticamente. El presente trabajo ilustra estos aspectos en el
estudio de las relaciones de desigualdad existente entre las
medias armodnicas, geométricas, aritméticas y cuadraticas, con el
apoyo de la calculadora Voyage™ 200.

Problema: Deducir y verificar las relaciones de desigualdad, entre
las MA (media aritmética), MC (media cuadratica), MG (media
geométrica) y MH (media armodnica) de dos nimeros positivos x
e y, definidas por:

XY MClxy) = 1/ »MGxy) =[xy y MH(xy)= 757/ +1/y

Nota: En lo que sigue, cuando los niumeros x e y se subentiendan

MA(xy) =

se escribira simplemente, por ejemplo, MA en lugar de MA(x,y) .

Exploracion numérica:
Como una primera aproximacion al problema, se puede iniciar

con una experimentacién numérica.

Para empezar definamos, en el

IF: T Fiv Trzv]’ ruvT FE T [ ‘Tj
- E AlgebralCalc|0ther|PramI0)Clean Up
+u
F

B Define mo(x, u) =J =

Do

ambiente HOME, las cuatro

B Define ma(x,wy =g Donel

funciones correspondientes a *Define nhtx, u) = Dang
EIE
. . ® o

las medias en estudio. *Define natx, w) =X3Y Done

Q_flne ma(x,g) Cxtyd /2
£ atr

AHETESD

Figura 1

Ahora abramos, desde las T lp1at) Set,upTCel ITHeaderTCalc,TUt,l ITSt,at,

aplicaciones, una nueva matriz.

Coloquemos en su primera

columna los valores de x, en la

c,
1
3
EN
EN
[
]
3

5. 523]
5. 148

1[5, 742]2. 500)

7
rici=1

segunda los valores de y, en la

[FEDIA TEG AUTD FINC

tercera MH(x,y), en la cuarta Figura 2
MG(xy), en la quinta MA(x,y)y

en la siguiente MC(x,y). En las

columnas de x e y ingresemos

numeros aleatorios.

v{— P ot, Set,.lp Cell Hea:{er‘ alc, Ut,11 St,a

Por exploracion de la tabla de
AT [ox Ta T [T |

valores obtenida, podemos

establecer 2 conjeturas:

1) Cuando los nimeros x e y son

TE 3 AFFEDY FIHC

distintos, se cumple que:
MH<MG<MA<MLC.

Figura 3

2) Cuando los nimeros x e y son iguales (y solamente en este
caso), se tiene que: MH=MG=MA=MLC.
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Estas conjeturas se pueden resumir, en el siguiente enunciado:
Dados dos numeros reales positivos x e y, se tiene que
MH<MG<MA<MC donde Ia
cuando x =y

igualdad sdlo se cumple

Como es de suponer, en este mismo ambiente podemos
corroborar la conjetura para otros valores de las variables x e y,
siempre teniendo en cuenta que no importando la cantidad de
valores chequeados, nuestra conjetura sdlo se ve mds
confirmada, pero no comprobada.

Exploracion grafica:

Para explorar graficamente el problema planteado, se puede
trabajar en los ambientes de grafico de funciones 2D, usando el
programa Cabri Geométrico (que se puede instalar como
aplicacion flash a la calculadora Voyage™ 200) y grafico de
funciones 3D.

Ambiente grafico (2D): Vamos al ambiente de ingreso de
funciones y definamos dos funciones (positivas) y1(x) e y2(x).
Luego ingresamos en, por ejemplo y3, y4, y5 e y6, las funciones,
mh(y1(x),y2(x)), mg(y1(x),y2(x)), ma(y1(x),y2(x)) y mc(y1(x),y2(x))
respectivamente. Luego, eligiendo una ventana apropiada se
grafican, por ejemplo, primero y1(x) e y2(x) , y luego en otra
ventana las funciones correspondiente a las medias en estudio.

Gréficos de y1 e y2

T Fov [ F% Ty Fov | Fav (17 i
- E Zoom|Trace|Rearaph|Math Dr‘awT’v /T

-

gz:z-“z.s—[%]z

raZ=ahit a1 (0, w20

“Hgfmgsﬁ}(xg 2 HZ(x))
E;—HXFZ*( (/33 2+ 24135
TEG AFFELE FUNE

. . y2(x) .
I~ N

[HERIE TEG AFFRIE FURE

Figura 4 Figura 5

Graficos de MH, MG, MA'y MC

[Fx Trav‘l' FE T Fy Trsv Fov [F7 7l
- E Zoom|Trace|RegraphMHath{Draw|- i

N Y
Nz

\-‘:—_::,-/ W

Figura 6

Por inspeccion de los graficos obtenidos se confirma, en el
ambiente gréfico, la conjetura ya obtenida.

Ambiente grafico (3D): En este caso, como las expresiones en
estudio dependen de 2 variables, podemos extender nuestra
exploracién al ambiente de gréficos 3D que ofrece la calculadora
Voyage™ 200. Para ello, luego de seleccionar este modo
(MODE-GRAPH-3D), ingresamos y graficamos las funciones

z; =mal(xy) - mg(x,y), z, = mg(xy) - mh(xy) y z; = mc(x,y) - ma(x,y)

. 8 Innovaciones Educativas

Obteniendo los siguientes gréaficos:

Gréfico de z,
¥ 2o T Ace[Rearsph1ath|orau = ¢ 5%
s

Gréfico de z4

D T ] ] Fev [ FEv [F7 5[ 7
= f=|Zoon|Trace|RegraphMath(Drau]» & [

HERIA HERIA TEG ERALT )

Figura 7 Figura 8

Gréfico de z3

- o1 ce|Rearaph|Hethlor o = ¢ |7 |

FEDIR TEG ERACT K3

Figura 9
Por inspeccion de estos gréaficos se tiene que z, >0,z >0y z >0.
Ademads los graficos precedentes insinuan que las igualdades de
las medias se obtienen cuando x = y. Luego, obtenemos una
confirmacion mas sobre la conjetura establecida previamente.

Ambiente Cabri: El ambiente de geometria dinamica que ofrece
el software Cabri-geométrico que se puede instalar como
aplicacion flash en la calculadora Voyage™ 200, también nos
permite realizar diversas exploraciones del problema que nos
preocupa. Una posible exploracion es la siguiente:

Dados dos segmentos x e y, se

construye una semicircunferencia [—
de didmetro x+y (PQ = x, QR =y).
Siendo M el punto medio del
diametro, MT radioy QT L PR se
obtiene que MT:L;yz MAy
observando que los triangulos APQT= ATOR, QT =/xy. De donde,
MG(x,y) < MA(x,y).

[EERIR TEG EAACT T
Figura 10

Ahora, en la figura 10 se traza el

arco de circunferencia de centro
Ty radioTQ. Este arco intersecta
el radio MT en el punto K. Luego

se traza el segmento KH de -

TS ERALT T

modo que KH L QT. Usando que Figura 11
ATHK = AKHQ se obtiene que

2xy
TH =34y = MH.

Luego, MH(x,y) < MG(x,y).

A continuacion, en la figura 11 se [Th|Z - LLOL Ll oo B im
— . #=Pil=4. 48cm
y=0R=0. Ecm

construye el arco de circunferencia

de centro M y radio MQ, el
segmento ML perpendicular en
el punto M a MT.

X_
Como MQ = % se tiene que

F Ed il [
F—
[HEBTR TES ERALT FUHE

Figura 12

LM =% Finalmente, usando el Teorema de Pitagoras en el
ALMT, se obtiene que LT = MC(x,y). Por lo tanto,

MA(x,y) < MC(xy)



De las conclusiones obtenidas trabajando en diferentes
ambientes de la calculadora Voyage™ 200, se tiene que la
conjetura, con un altisimo grado de validez general, es:

Conjetura final: Dados dos nimeros reales positivos x e y,
se cumple que

MH(x,y) < MG(x,y) < MA(x,y) < MC(x,y)
es decir,

2 xty _ | X+
Vxlly SXY =72 =4 2

donde la igualdad se cumple siempre y cuando x=y.

Una vez establecida la conjetura, viene la etapa de la
demostraciéon. En la situacion en estudio, esta etapa también
puede ser abordada con la calculadora Voyage™ 200. Para ello

vamos al ambiente de algebra e ingresemos el comando:

® Factor(mg(x,y) - mh(x,y))l x > 0 and y > 0. Dando Enter, la

calculadora devuelve la expresion equivalente {xy({x —{y)?
X+y

Como esta expresion es claramente no negativa, se tiene que
mg(x,y) - mh(x,y) > 0. Luego, se ha demostrado que mg(x,y) =
mh(x,y). Ademas, como la expresion precedente solamente se
anula en el caso que x=y, se tiene mg(x,y) = mh(x,y) solamente

cuando x=y.

A1 aebralohie [ofter PramiofoLemn ue|

[Fromor fer  [.Fer [ Fow | F5 . .. F&v T |
A1 ebralcac|other Prantolc1ean e

= factoring(x, )= mhix, u) x>0 and v ¥ @
2
Lea (- )
tu
= Factaorimals, ul - nalx, ui [« > 0 and ur @

(F-f)P

z

n f‘ac.t.or[(mc(x ; 93)2 —[maix, 93)2] [ERLER
(x - w)®
EY

= Factorimal, ul - mhix, ul) [ <20 and wE@

(- 1)

Factorimg{x,wd—mhl{x,. )2 1x>0 a.
(LAEDIA DEG ESACT FUKC 8/30

Figura 13

oty
Factor(imcCx, v 2—(malx, yId™.,
(LAEDIA DEG EHACT FUNC B/30

Figura 14

Anéalogamente, ingresando los comandos:

'Factor(rpa(x,y) - mg(x,y))l x >0 and y > 0, que se simplifica a
{x={y)

2
2

L. by
® Factor(mc(x,yf— ma(x,yf)l x>0 and y >0, que se simplifica a 4
Se obtiene la demostracién del resto de la conjetura.

Como se ha podido comprobar en este trabajo, la calculadora
Voyage™ 200 es una excelente aliada al momento de explorar
(numérica y graficamente) una situacién problematica. No se
puede dejar de destacar que, en este caso, su potencia algebraica
ha permitido adicionalmente demostrar la conjetura establecida
inicialmente a partir de las exploraciones realizadas en sus
ambientes numéricos y graficos.
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Las bacterias nos han acompanado desde el principio de los

tiempos; creando nuevas formas de vida y en otras
oportunidades causando graves enfermedades. Una situacion
habitual de una poblacién de bacterias es el aumento continuo y
cuyo modelo matematico puede ser representado con buena

aproximacion con la funcién exponencial.

Problema:

Al observar una poblacion de bacterias se determind que cada
cuatro horas doblaba su cantidad, ademéas al comenzar el
experimento habia 100 bacterias (poblacion inicial)

A partir de esta informacion se pide:

a) Deducir el modelo matematico que relaciona el nimero de
bacterias (N) con el tiempo trascurrido (t). Use para t
intervalos de 4 horas (multiplos de 4), partiendo desde 0 hasta

24 horas

Desarrollo:
Para este fin usaremos una tabla que represente la

situacion:
t (horas) N (nimero de bacterias) Relacionando tcon N

0 100 100x2”*= 100x2°= 100

4 100x2 100x2**= 100x2"= 200

8 (100x2)x2 100x25%= 100x2%= 400

12 ((100x2)x2)x2 100x2'%4= 100x2°= 800
16 (((100x2)x2)x2)x2 100x2"%= 100x2*= 1600
20 ((((100x2)x2)x2)x2)x2 100x2%%= 100x2°= 3200
24 (((((100x2)x2)x2)x2)x2)x2 100x2°%*= 100x2°= 6400
x| (.. (((((100x2)x2)x2)x2)x2)x2)...)x2 100x2%"*

x/4 veces multiplicamos por 2
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b) Graficar la funcién exponencial

Para obtener los valores de la tabla podemos usar la calculadora

TI-84 Plus de la siguiente forma:

Por ejemplo, para determinar el valor de N para t= 20 empleamos
las siguientes teclas:
(11101 [0] [x] [2] [A] (1 [2] [0] [<] [4] [)] [ENTER]

GEAFL GFAFE GFAFE
obtenida en la parte (a): ~N B LR (g
~Ne=1

. wMa=

Paso 1: presionar tecla [Y=], “My=
- L ~Ne=

luego escribir la expresion ME=
obtenida en la pregunta (a) W E=

Paso 2: Definir los rangos de visualizacién (Dominio y
Recorrido de la funcion); presionar la tecla [WINDOWS]
e ingresar los datos que nuestra la figura siguiente.

Paso 3: Graficar la funcion; presionar la tecla [GRAPH]

VEHTAMA
Amin=-d
Amax=2=2d4
sescal=d4
Ymin=-2a868
YmEx=7FERE

Vescal=1686A
Ares=1

poblacién alcanzara el valor 2000.

tasa de crecimiento de las bacterias cuando t= 12 horas.

Paso 1: Desactivar la grafica GFAFL GFAFE GFAFE
o
Y2 para evitar confusiones; :3;5%%%32 Lidd
presionar [Y=] luego ubicar el :ﬁi:
cursor sobre el signo =y luego ‘»$5=
. ~MNE=
presionar [ENTER]. WMa=

Paso 2: Usar la tecla [TRACE] y moverse en la gréfica.

Luego para determinar la FURTOS ALFAC

tangente en t = 12, presionar tLimrDib
2iRectal
[2ND] [DRAW] [5] y [ENTER] ZitHorizontal
V11121 ENTER) aieiicel,
. t0ibFunc
y observaremos: S lEonbre o

c) Determinar graficamente el tiempo (f) en que las bacterias

alcanzan 2000

Paso 1: presionar tecla [Y=], luego escribir en Y2 = 2000

como muestra la siguiente pantalla.

Paso 2: Graficar las funciones Y1 e Y2 presionando la
tecla [GRAPH].

v1=1[uu*zy
H=&2l

n=lz
w=1zB.6eB4FEE0ER+ "BEE. 5o

El valor indicado como la pendiente de la linea recta dada por

calculadora en la expresion:
y = 138.629436805x + 7863.5
es decir 139 aproximado a tres
cifras significativas corresponde
a la tasa de crecimiento en t =12

e

n=lz
w=1z0%+ "BEY

Luego en t = 173 aproximando a tres cifras significativas la

d) Dibujar la tangente a la funcién exponencial y determinar la

la

e) Suponga que alas 9:00 AM de algun dia lunes, la poblacion de

bacterias es de 120 unidades. Determine la poblacion que

habia hace 8 horas antes y también a las 9:00 AM del dia

GFAFL GEAEZ GFAFE HLomkz iRy
SN LEERZ o

=Nz B2EEE

M=

Wy=
:H’;: ___,ai*fx

M=
wHa= ¥=1z.B20970 Y=H5Y.B9zY4D

Paso 3: Para dar respuesta a la pregunta debemos
determinar la interseccion de ambas graficas. Para
hacer acceso a la opcion de intersecciéon debemos usar
las siguientes teclas [2ND] [CALC] [5] [ENTER] (Para
seleccionar la primera funcion)

[ENTER] (Para seleccionar la
segunda funcion) y luego

[ENTER] (Para indicar un lugar

de aproximaciéon a la
Inkersec
H=i7.zBA7iz v=E0gn

interseccion), obteniendo la

pantalla siguiente.
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siguiente (Martes).

Paso 1: Debemos modificar nuestro modelo asi como se
muestra el la siguiente pantalla:

Paso 2: Ademas modificar las opciones de la tabla de datos
[2nd] [TBLSET] asi como se muestra en la pantalla:

Paso 3: Luego hacemos acceso Grafl GFAFE GFAFZ
a la tabla de datos de la funcion |1 B1<E*= L4
definida [2nd] [TABLE] y nos tﬁii
ubicamos en -8 es decir 8 ‘w$5=
b =
horas antes: xl-,J?:
EI%IHFI%_"{FIELFI I
nic = - it
aTabla=4 ﬂ"i 7]
IndFnt i[5 . N
Derend: y 40
g : 11
iz 5
w=-

Y observamos el valor que corresponde a -8, es decir 30;
este valor indica que 8 horas antes habia 30 bacterias.



Paso 4: Para determinar la cantidad de bacterias que

habra a las 9:00 AM del dia siguiente usamos la misma
tabla pero ahora llevaremos nuestro cursor al nimero
24, es decir 24 horas después.

Y observamos el valor que corresponde a 24, es decir
7680; este valor indica que 24 horas después (9:00 AM
del dia martes) habia 7680 bacterias.

T St
s
ot
m
T
=

n=2d

Conclusiones:

Este tipo de actividades con apoyo de la calculadora TI-84 Plus
resulta especialmente motivante y eficaz tanto para los alumnos
como para el profesor, permitiendo hacer correcciones y
variaciones al problema planteado con facilidad.

Por otra parte aplicar las nuevas tecnologias en la sala de clases
nos ayuda a entender con mas claridad conceptos abstractos y
sentirnos parte del quehacer de las ciencias.

Referencias
1. Texas Instruments. (2002), Manual de la calculadoraTl — 84
Plus Silver. USA.

2. Barrales M. (2005). Geometry, Functions and Technology. XVIII
Education Conference of British Schools in Chile. Universidad
de los Andes. Santiago de Chile.

Introduccion:

El uso de calculadoras gréficas, simbolicas y programables
se ha convertido en una herramienta de apoyo indispensable
para estudiantes del area de las matematicas y ciencias de
la ingenieria.

Debido a la creciente necesidad en el uso de estos equipos y
comprendiendo que constituye una poderosa herramienta en el
proceso de aprendizaje y resolucion de problemas, es que
gradualmente algunas bibliotecas de universidades y colegios
han ido incorporando el préstamo de calculadoras modelos
Voyage 200 y TI-89 Titanium.

Proyecto:

A comienzos del ano 2004, con fondos de un proyecto
gubernamental, la Universidad Técnica Federico Santa Maria,
Campus Santiago de Chile adquirio 15 calculadoras Texas
Instruments TI-89, con el propdsito de brindar un nuevo servicio
a los alumnos de la Universidad, las que serian administradas
por la Biblioteca.

Una vez en la biblioteca:

Las 15 calculadoras se ingresaron a la coleccion de biblioteca y se
estipuld que serian prestadas por el dia, en la modalidad similar
a un préstamo texto de estudio. Al ano de estar en
funcionamiento esta iniciativa se alcanzé a concretar alrededor
de 4.500 préstamos, logrando asi ser uno de los proyectos mas
reconocidos de apoyo al estudiante y al profesor. Dado el éxito
alcanzado, al ano siguiente se incremento en biblioteca 15
unidades mas del modelo TI-89 Titanium, hecho que permitio
aumentar el plazo de préstamos a dos dias, logrando con esto
alcanzar al final del ano los casi 10.000 préstamos. Esta coleccion
ha superado ampliamente las expectativas de uso, es por esto

que este ano se aumentd la coleccién a 45 unidades

considerando el modelo TI-89 Titanium, esperando asi que el
servicio que da biblioteca esté cada dia cerca del éptimo.

Comentarios:

Como complemento a este proyecto peridodicamente se ofrecen
talleres de capacitacion para provocar un mejor aprovechamiento
de las calculadoras. La coleccion no ha sufrido problemas
técnicos, y estan siempre todas ellas disponibles para ser usadas
por los estudiantes.

Fabiola Albornoz, jefa de la biblioteca del Campus Santiago de la
U.T.ES.M. Recomienda
tradicional en las bibliotecas de otras universidades.

la creacion de esta coleccion no

Innovaciones Educativas 11 .



Introduccion

La imaginacion de nuestros alumnos ésta siendo cada dia
invadida por medios que estructuran y enmarcan los
pensamientos de éstos, siendo disminuidas las posibilidades de
poder crear y desarrollar nuevas estrategias para poder asimilar
conceptos que parecen ser tan abstractos y lejanos de la
cotidianeidad que a ellos se les presenta, por esto es tan
importante que los alumnos conozcan los medios por los cuales
algunas personas pudieron resolver los problemas que se les
presentaban, desarrollando grandes poderes de pensamiento
dindmico que les permitian poder estructurar, y articular los
conceptos, como por ejemplo el método de exhaucidn, siendo
ésta una de las herramientas principales que permitié el
nacimiento del célculo.

La geometria es el fundamento del entendimiento del célculo, por
lo cual no deberia separarse en demasia de las construcciones de
los conceptos y para esto la tecnologia da la posibilidad a los
profesores y a los alumnos de una interaccién entre los aspectos
netamente abstractos, analiticos del objeto matematico y sus
diferentes representaciones geomeétricas (espaciales), por ello
Duval menciona lo siguiente:

............... estamos en presencia de lo que se pondria llamar la
paradoja cognitiva del pensamiento matematico: por un lado la
aprehension de los objetos matematicos no puede ser otra cosa
que una aprehension conceptual y por otro lado solamente por la
representaciones semidticas es posible una actividad sobre los
objetos matematicos”

Es por esto que cada construccion de un objeto matematico debe
ir acompanada de su representacion inherente ya que facilitara la
asimilacion del concepto y de sus multiples consecuencias.

Ahora observando la conceptualizacion de objetos matematicos
desde una perspectiva tedrico constructivista la manualidad que
ofrece la tecnologia portable junto con el apoyo del profesor,
debieran ser suficientes para que los alumnos construyan los
objetos matematicos de forma facil y rapida, desechando
cualquier estado de rechazo y timidez que comunmente se
producen en las clases de matematica ya que seran estos los que
controlen el ritmo de su aprendizaje. Para esto el profesor debiera
conocer las oportunidades que la tecnologia portable le ofrece
para desarrollar y fomentar técnicas de aprendizaje como las
“Guias de aprendizaje” las cuales permitirian a los alumnos
desarrollar sus aptitudes y habilidades de captacién, relacion y
narracién, junto con algunas habilidades motoras las que iran en
beneficio de su formacion profesional y social.

Asi mi trabajo tratard de mostrar como los programas “Cabri
Geometry, Calculus Tools” de la calculadora Voyage 200 junto al
programa para PC “Cabri Il Plus” permiten una construccion del
objeto matematico Integral definida a través de las técnicas de
exhaucién usado por Arquimedes que fueron la inspiracion del
Aleman Georg Riemann, con lo cual se observarad una clara
secuencia metodoldgica
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Propuesta de ensenanza
Para poder calcular el area a través del método de exhaucion, se

necesita un trabajo previo en la calculadora ya que Cabri no
permite una division del perimetro del circulo por una
determinada medida, lo cual nos lleva a trabajar sobre un arco en
la circunferencia, realizando transferencia de medidas de Ia
longitud de un segmento el cual sera la base del triangulo.

El Método de Exhaucion
1. El método de exhaucion lo usaba o e e

base trian.l.2icm

frea
triangular o.63cne
sprox. por .
exhauciin 90
drea del 4 aiome
circula

TR T TiRe

Arquimedes para el célculo de
las areas de las elipsis, sectores

parabdlicos y sectores de una

espiral, utilizando este método como tarea introductoria para
la conceptualizacidon de la integral definida se puede calcular
el area de un circulo utilizando tridngulos isésceles de base
comun, los cuales abarcaran toda la circunferencia.

Se puede observar en la figura que el segmento es la medida
de la base del triangulo, por lo cual el area que abarcan los
tridngulo sera el producto del area de un triangulo por la
cantidad de estos dentro del circulo

2. Al tomar el segmento e ir disminuyendo su medida veremos

que la cantidad de tridngulos ird SO e AT
, ., n® de trisngulos: 24.52
aumentando y el area de ellos ira —
base trisn.g,3lcwm
disminuyendo lo que mostrara una TiZnautar 0.190m
. .. . , Sihaueitn 45T
aproximacion del area del circulo. | , dres del 4 gic
3. De esta forma podemos encontrar rrmr o

de triangulos:

el area del circulo disminuyendo
base trisn.g.ivcm

A H Area
cada vez mas la medida del S anaular 0. 0ok
Shros. por
exhaucicn G480
drea del 4 glems
circulo

segmento que representa la

medida de la base del triangulo

4. De lo anterior podemos concluir que en el limite la base del
triangulo llega a ser un punto de la circunferencia y la altura
del tridangulo llega a ser el radio, asi la acumulacién de los
puntos da como resultado la circunferencia y asi podemos
calcular el perimetro del circulo pero como recordamos ésto
estaba dividido por dos, luego nos resulta el semiperimetro,
entonces el area del circulo sera:

Area del Circulo

Iim(nz area de triangulo)
i=1

= lim 1 (base x altura)

base—0 & 2 !

= (Semiperimetro) x (radio)

= (exnx(n

= X I2

Lo anterior nos muestra la facilidad de poder concluir a través de
una dinamica que presenta el método de exhaucion junto a la
manualidad de la calculadora una gran formula.



Sumas de Riemann

Realizando el mismo trabajo previo en Cabri Il Plus al trabajo
realizado con el método de exhaucién para el area de la
circunferencia, pero ahora con rectdngulos, podemos mostrar las
famosas sumas de Riemann que permiten el calculo del area
debajo de la curva.

Dx =092 cm

(b-a)= (1,00 - 2,00)= 3,00

y=-2x+4 y=-2x+4

Dx=0.21cm
Ne derect.. 3,26

(b-a)= (-1,00 - 2,00)= 3,00
N° de rect: 14,25

1.0 00 1,00 00

Es claro que el método de exhaucion permite (por medio del
trabajo de los alumnos en un principio) llegar al area del
tridngulo, sumando las areas de los rectangulos, a lo cual hay que
dar énfasis, ya que los alumnos compararan éste nuevo método
con el que ya conocen para poder calcular areas y observaran
que los dos permiten el calculo del area de una determinada
region del plano, lo cual les permitirad acercarse al concepto de
integral mas facilmente.Ya que anclaran este concepto en otro ya
asimilado, asi se podra pasar a otro tipo de curvas donde también
se muestre las sumas de rectdngulos que ya han visto para poder
obtener el area bajo ésta.

/ \ |

\ RS \

N derect: 1900
\ Wederect 1287
A 7 ,

Nt St

(b2)=(100 - 8001700

Pero aqui de nuevo se requiere del trabajo de los alumnos, por
esto el programa “Calculus Tools” de la calculadora Voyage 200
permite realizar este trabajo solamente especificando el intervalo,
la curva y la cantidad de rectangulos en que se va a dividir la

Calculus Tools

Se puede obtener el programa a través de la pagina

region a calcular.

“educacion.ti.com’ siendo el simbolo en la de aplicaciones:

1. El programa permite dividir la eofpranials

Le-
region con los rectangulos que o Lertsum

7. P 1666666667
Fress [ESC] to cont

ur, h=.

uno quiera para poder tener una
buena aproximacion y nos
muestra la aproximacion del area
y el producto de la longitud del ;
intervalo por la suma de o

APProx cLeftSund

N AL AUTD FUNC 0730 TIMEE

- ee|Pra

ordenadas determinadas por X

S
Fress [ESC] to cont

Donde e — |
2 flx; )Ax 2 f(x;)Ax

2. Ademas se puede aproximar el area bajo la curva tanto por
sumas superiores como inferiores

R
Right.Sum, n=25
I
E25
Fpprox (Lef tEumD jﬂ‘{“ HP;;;;CRIQHLSIAM)
-1.2675 -
Fress [ESC] to cont. 4 Fress [ESC] to cont
I Fr TIE 7w i ouze @ Frw A0 PR o7 |

3. Asi podemos formalizar la definicién de area bajo una curva,
para luego pasar a la definicion de integral definida y a los
muchos teoremas que se desprenden de las sumas de

|u

Riemann, como por ejemplo el “teorema del valor medio”
Definicion:

El area de una region limitada por la grafica de una curva y el
eje x en intervalo cerrado [a,b] es:

A lim ¢ b-a

Area = E flci) Ln ) Xj-1 < Ci < X

i=1

Pero sabemos que antes de dar la definicién de la integral
definida debemos mostrar que las sumas superiores e
inferiores son iguales si el numero de rectangulos tiende a
infinito, lo cual podemos mostrar con la calculadora.

Suma |nfer|or

Suma superior
TPr'ngDT :

kN TPr'gm I DT

Left.Sum, n=1000
200401
122060
ArPProxLeft.Sums

ArPProx(Right.Sumi
1. 5656328125 1,992

Frezz [ESC] to cont Fress [ESC] to cont

FAD_ ALTD FURE 0730 | IN FAD_ALTD FURE 0730 T

Observando los resultados vemos que hay diferencia desde
la centésima con una cantidad de 1000 sub-intervalos.

4. Finalmente podemos dar la definicion de “integral definida’;
Definicion:
Si f(x) esta definida en el intervalo cerrado [a,b] y existe
el limite
Iim
flc;)Ax;
[lAx]|~ 2 fci

entonces f(x) es integrable en [a,b] y el limite se denota
lim

1ax]o 0;’ f(Ci)AXi=j f(x)dx

Finalizando este trabajo puedo decir que la conceptualizacién de
un objeto matematico depende sustancialmente del trabajo que
realiza el profesor como guia en el aprendizaje de los alumnos.
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Resumen:

En las actividades de Laboratorio de Fisica se contempla la
evaluaciéon de las Energias en un Péndulo Simple, basado
en actividades y recursos manuales, el método del espejo
para calcular la velocidad instantdnea, el uso de timer, la
construccién de tabla de datos y gréaficos en el computador
todo en forma manual hacen que el experimento sea complejo y
extenso. Con la incorporacion de las nuevas tecnologias
portables el tiempo del practico se acorta, es posible tomar datos
y ser analizados en forma muy rapida su manipulacion
es amigable, toda la informacién se puede manejar en la
calculadora y obtener en forma simultanea los gréaficos de
posicion - tiempo; velocidad - tiempo y aceleracion — tiempo;
es decir toda la fisica del problema propuesto. Su uso no solo se
restringe al laboratorio, si no que pueden ser utilizadas también
en terreno.

Objetivo General

Determinar las Energias Cinética (K), Potencial Gravitatoria (U,) y
la Energia Total (E)), evaluando su conservacién en un péndulo
simple en media oscilacion mediante datos experimentales
obtenidos a través del sistema CBR y calculadoraTI-84 Plus.

Objetivos Especificos
Determinar los gréaficos posicién - tiempo; velocidad - tiempo y
aceleracion - tiempo.

Determinar los graficos de la Energia Cinética (K), v/s Posicidn;
Energia Potencial Gravitatoria (Up) v/s Posicion y la Energia Total
(E;) v/s Posicion.

Fundamento Teorico

El problema del péndulo es bidimensional, el desplazamiento
real viene especificado por el angulo de abertura (¥%). Los
desplazamientos son esencialmente horizontales, el movimiento
depende del hecho de que existe un ascenso y descenso del
centro de masas produciendo un intercambio de energias
mecanicas Cinéticas (K) y Potencial Gravitatoria (U,). De hecho; el
péndulo se adapta muy bien un andlisis mediante el principio de
conservacion de la energia, considerando que este es un sistema
conservativo.

Energia Cinética: K= % mV2 [Joules]
Energia Potencial Gravitatoria: Uy = mgh [Joules]

EnergiaTotal: E, =K + U, [Joules]
Consideraciones Experimentales
De acuerdo a la figura, se tiene

que para y < x, y si el angulo de
abertura ¢ (9 < 15°)
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A partir de la geometria de la figura, en el tridangulo ONP,

aplicando Pitagoras
P = (I-y)? + x? desarrollando se obtiene
Para y pequefio 2ly - y? = y?

or lo tantoly = é
p y 2

Por lo tanto las energias Cinética, Potencial Gravitatoria y laTotal

nos quedan 2
- L - X

K= 2mv2 Ug_mg(ZI)

-1 —ma(X

E = 2mv2+Ug_mg(21)

Materiales y Equipos

e Sensor CBR 2

e Calculadora GraficaTl-84 Plus
e Programa Ranger

e Péndulo Simple

Procedimiento
1. Conecte el sensor CBR. La TI-84 PLUS SILVER y el CBR 2" se
deben conectar con un cable negro largo de acoplamiento.

2. Presione para encender la calculadora. Presione y
seleccione 5:CBL/CBR. Cuando usted vea la pantalla principal
del programa CBL/CBR presione [ENTER| |uego 3:RANGER
aparece en la pantalla RANGER (V1.0) y presione ENTER

3. Aparece MAIN MENU presione una vez (¥ ] y presione
ENTER| | ¢lija 2:SET DEFAULTS vy presione una vez ¥
quedando frente a > _1YES, presione y coloque NO,
presione una vez Y ] presione y seleccione TIME (S)
™1 y digite 2, presione una vez ¥ 1 DISPLAY
> 1 DIST presione una vez ¥ ] quedando frente BEGIN
ON: > ], presione y seleccione [TRIGGER], presione

] HEAVY presione unavez[ ¥ Jy

elija METERS, luego presione 6 veces LA 1y presione ENTER

una vez[¥ 1y elija»

4. Coloque el sensor frente al péndulo a unos 15(cm) y presione
TRIGGER, soltando el péndulo en forma simultanea. Espere
que el sensor tome los datos y presione y aparecera en
la pantalla TRANSFERING apareciendo el grafico Distancia
(m) v/sTiempo(s) FIG. A.

DK Fi LGN E
- J_a-"_-'_
_F-‘__,-"F-/
Pl
T Ti5)
=825 Y= E7Y = 34y y=101
FIG. A FIG. B

luego presione [ENTER] glija 4:PLOT-TOOLS y elija 1:SELECT
DOMAIN proceda a elegir el borde izquierdo LEFT BOUND? y
presione ,Iuego elija el borde derecho RIGHT BOUND?
obteniendo la nueva gréfica FIG. B. Segun su criterio presione
y proceda de igual manera con los graficos de
velocidad tiempo VEL-TIME y ACCEL-TIME.



[T FL -
ﬂ"n\ S,
. .\'I-\ M
y + 0
i ""'.\ i .
Tig / 3
- - l\ .r . ‘
Eah - Ca L HeJEEENIE Ve 29413676

Gréfico Velocidad-Tiempo Gréfico Aceleracion-Tiempo

Opcionalmente puede repetir el experimento eligiendo
REPEAT SAMPLE.

5. Presione [ENTER]y gjija 7:QUIT, T
luego presione la tecla STAT 4274 | 55,242
y elija TEDITy presione [ENTER o | 2888 | 2100
donde aparecen los listas con los };;},E %ggﬁ ;232‘5
datos obtenidos L;:tiempo, %gaﬂ Eé;g? %Elzggg
L,:posicion, Lg:velocidad, Leth=, JES2H7 3533,

Ly:aceleracion

Calculos

1. Proceda a calcular la Energia Cinética: K=% mv? [Joules]

2. Presione la tecla STAT , elija EDIT y presione ENTER, vaya a la
lista L5 = 0,5 m- (L2

3. Luego aparece L5 = y asignele L5 = 05 - m - (L2)? vy

presione ENTER

4, Luego presione 2ND y STAT PLOT y seleccione 1:GRAF1
y presione ENTER| luego seleccione el tipo de grafico que

desea utilizar

5. Asigne ala LISTAX: L2y a la LISTAY: L5 y seleccione el tipo de
MARCA: W1t° y presione la tecla GRAPH

6. Proceda a calcular la energia Potencial Gravitatoria, usando la
relacion U;=mg (7)

7. Presione la tecla STAT, elija EDIT y presione ENTER ,vaya a la
lista L6

8. Luego aparece L6 = y asignele L6 =

presione ENTER A

9. Luego presione 2ND y STAT PLOT vy seleccione 2:GRAF2
y presione ENTER, luego seleccione el tipo de grafico que
desea utilizar

m-9,806 . (/92
527 (L2)%y

a. Asigne a la LISTAX: L2 y a la LISTAY: L6 y seleccione el tipo
de MARCA: W1°® y presione la tecla GRAPH

b. Proceda de igual manera para calcular la Energia Total (E7),
en la lista L7 presione 2ND y STAT , luego presione ¥ ]
hasta llegar a la lista K y presione ENTER| ¢n pantalla
aparecerd LK , presione + y luego presione 2ND y STAT,
luego presione ¥ 1 hasta llegar a la lista UG y presione,
ENTER| oy pantalla aparecera LUG y presione ENTER

c. Luego presione 2ND y STAT PLOT vy seleccione 3:GRAF3 y
presione ENTER| luego seleccione el tipo de grafico que

desea utilizar

d. Asigne a la LISTAX: L2 y a la LISTAY: LE y seleccione el tipo
de MARCA: W+*® y presione la tecla GRAPH

Resultados

Los siguientes graficas presentan las curvas de

Kv/s x,Ug v/s x y la de Ey v/s x

. =
WErPEREEE Y=2NLMELSB

:
£

h=7EE5H3E Y= 2WNi3676

Energia Cinética Energia Potencial Gravitatoria

-
=t

A=1.312 '=.198

F.342 ‘f=.487

EnergiaTotal

La gréfica (c) muestra las tres gréaficas de K, Ug y ET v/s x, el
decaimiento que se produce en ET =K + Ug, se puede asociar a
la posicion que tiene el sensor al momento de la tomar de datos,
lo importante es que el alumno se de cuenta que la Energia total
se conserva.

Conclusiones

La incorporacion de calculadoras en el Laboratorio de Fisica,
permite acortarlos tiempos de ejecucién, destinando mas tiempo
al andlisis y a la reflexion del tema en estudio, el profesor
adquiere el rol de un facilitador del aprendizaje, los alumnos se
sienten mas motivados al trabajo grupal y cooperativo, la
interaccion entre los alumnos y el profesor se enriquece lo que
favorece el proceso de ensehanza y aprendizaje, esta nueva
forma de trabajo produce un cambio e innovaciones en las
formas de gestion pedagdgica y cambio en los roles del profesor
y alumno
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Introduccion

Durante anos predomind, en la educacién matematica, una
vision que sobrestimaba los aspectos formales, simbdlicos y
abstractos de la misma; que enfatizd su separacion del entorno
sociocultural, subestimando su relacion simbidtica con el mundo.
Pero en los ultimos anos, ha ido adquiriendo mas fuerza una
visién alternativa que apela a las dimensiones heuristicas,
aplicadas, contextualizadas social y materialmente, de la
matematica. Asi, dentro de esta nueva perspectiva filosofica y
educativa, se considera indispensable que las matematicas
deban ensenarse apelando a situaciones de la vida real (fisicas y
sociales), asi como a una participacion interactiva en la
experiencia educativa por parte de los estudiantes; incorporando,
ademads, las herramientas tecnoldgicas de que se dispone en la
actualidad.

Al hablar de una educacion matematica basada en contextos se
nos viene a la mente el hecho de que ellas tienen una aplicacion
directa en la ingenieria, la arquitectura, la informatica, etc. Todos
nos podemos imaginar que, antes de poner manos a la obra, el
ingeniero, el arquitecto o el programador tienen que comprobar
que las estructuras que quieren desarrollar sean realizables
teniendo en cuenta la resistencia de los materiales que emplear3,
las cargas que tienen que soportar y quizas también a los costos
econdmicos, célculos que se realizan, en la actualidad por medio
de sofisticados programas de simulacion virtual. Sin embargo,
esta aplicacion la asociamos, principalmente, al célculo de
estabilidades, de tensiones, etc., pero en menor grado al diseno
del objeto ingenieril, arquitectdbnico y menos aun en el diseno
grafico. Es normal pensar, especialmente con respecto a la
creacion artistica, que el arquitecto aparta de su mesa de trabajo
las matematicas y deja volar la imaginacion en la busqueda de la
forma deseada.

Pues bien, esto no es exactamente asi. Lo que quizas resulta
desconocido es que las matematicas también pueden ayudar, y
de hecho lo hacen, si no en el mismo momento magico de
creaciéon artistica, si en el inmediatamente posterior. “Toda
creacion arquitectonica es geometria” es una maxima que se
puede encontrar en los tratados de geometria descriptiva, y en la
actualidad se puede ampliar al disefo grafico en su expresion
mas amplia. Desde siempre, los arquitectos y los disehadores
han aprovechado curvas (o superficies) de las que pueden
calificarse de clasicas y las combinaban acertadamente.

Algo de Historia

El origen de las curvas de Bézier nos retrotrae a los primeros dias
del diseno asistido por ordenador a finales de los anos sesenta y
comienzos de los setenta. Aparecen descritas por vez primera en
1972 por Pierre Etienne Bézier, cuando éste trabajaba como
ingeniero para la empresa Renault. Bézier desarroll6 este sistema
de ecuaciones simples que permiten que se dibuje muy
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facilmente un numero infinito de diferentes curvas en una
pantalla como método para utilizarlo en el disefho de las
carrocerias de los automoviles Renault.

Las curvas de Bézier tienen varias propiedades que hacen que
sean especialmente utiles y convenientes para representar
formas y superficies en 2D y en 3D de objetos en el ordenador.Y
aunque rapidamente las curvas de Bézier se complementan con
otras herramientas y sistemas de dibujo posteriores, éstas han
llegado a convertirse de facto en el fundamento de,
practicamente, la totalidad del software de dibujo vectorial mas
reciente, y, por tanto, de la mayor parte de la produccién gréafica
digital para la web.

Fotografias (arriba) del restaurante de Les Alqueries, donde se
puede ver la estructura ya acabada. Abajo, representacién como
superficie de Bézier de la cubierta de este restaurante.

Construccion de una Curva de Bézier

Utilizando la herramienta Cabri dispuesta en la calculadora
Voyage 200 desarrollaremos la construccién geométrica de una
curva de Bézier, en los distintos grados que ella se puede realizar.
Para comenzar ingresemos a la pizarra de geometria:

O A

Iy G AUTD FAk




Considerando los puntos Ay B, y el parametro t < [0; 1]. Se desea

determinar el punto G talque se cumpla:

AG _ t

GB = 1 a
Para la construccidn, lo primero es generar de forma geométrica
el parametro t, para ello se considera un segmento QR'y un punto
T sobre él. Con la herramienta “Distancia y longitud” se establece

el valor de la razén: gy

el
~ QR

g

[ R |

l”‘a"",\

—

Iy G AUTD FAk

de la igualdad (1) se establece la siguiente relacién vectorial para
los puntos A, By G:
AG= 1. GB
(1-1)
Por medio de la herramienta HOMOTECIA del segmento AB con
centroAvy razont, se determina el punto G, el cual es el baricentro
de los puntos A y B, ponderados en (1 - t) y t respectivamente.

BR=2,24cm
AT=0.62cH

t=0.28

R

HIL ELAITL FiE iR R AITH FhE

Como esta construccion se utilizara de manera recurrente en la
elaboracion de las curvas de Bézier, es conveniente definirlas
como una herramienta MACRO

1 3 g B TR A
ELY R ..’--/‘-,‘:.ﬂ
1*Recta perpendicular
T 2iRecta paralela
e g:ﬁugpotnedm
tMediatriz
OR=2.24cm | SiRjsectriz
OT=0.62cm
iS0ma de uectores
t=0.28 Sifompds |
:Transferir medidas
fAiLugar geomgtrico
B:iRedefinir objeto
X S FITE P

Los objetos iniciales son los puntos extremos del segmento
(A'y B) y el valor del parametro tvy el objeto final es el punto G.

Asi, al considerar tres puntos A ; B y C. Se tiene una curva de
Bézier de grado 2, para ellos se construyen sucesivamente los
puntos I, J y G, de modo que se cumple:

Al BJ _ IG

AL _BJ _ G _ _t

B ~— JC T GJ T 1t
Al aplicar nuestra Macro (punto ponderado) a los segmentos
AB; BC e 1J, respectivamente obtenemos el punto G, el cual
determina la curva de Bézier con puntos de control A ; By C. Esta
curva es el lugar geométrico del punto G cuando el punto T se

desplaza sobre el segmento QR.

L O T e 5 ]

Y B E YR S g

I . " 1 o
t=d.46 " - £=0.96 > -
+
i A

[ZELCH GRE AITD FAE FRIR GEE ALTD FAE

Ecuacion paramétrica de una curva Bézier:
Al considerar un sistema referencial con origen en el punto O,

la expresion
AG= iy GF
“(1-1)
es equivalente a:
OG=(1-)f OA+t OB

Asi, el lugar geométrico definido por el punto G cuando el
parametro t toma los distintos valores de su dominio [0 ; 1]
(0 cuando el punto T se desplaza sobre el segmento QR),
es un segmento cuyos extremos son los puntos A y B.
Si consideramos los puntos de coordenadas A ( X5 ; Ya) Y
B ( x5 ; yg ) se obtienen las expresiones:
Xg = (1-1) x4 + txg
ye=(1-1) ya+ typ

Pasando a modo de Graficas Paramétricas e ingresando las
expresiones anteriores se obtiene la grafica del segmento AB
(para definir el dominio del pardmetro t se debe desplegar la
ventana WINDOW). Asumamos las coordenadas, a modo de
ejemplo, para los puntos A (-1,38;-1,1) y B ( 1,31 ; 1,00).-
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da 1lpda 2fdS o A 10

GrAF e ee s senmanans B - -1. -1,
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Mostrar Digitos

§gDES[6N
GiEC DIFERENC

Enter=G0AF ESC=CAHCEL,

[FIILEE 3 Uz %571 + (ENTERT=OF T [ECI-ERNCEL

T G R A
va Zoon | Traza|Redibat.[0ib |« £

-
teoill

ot =1, 111 Hoi .89
[EEITH TAD FUTD Pk

Si consideramos tres puntos A, B y C, no alineados, se obtiene
una curva de Bézier de grado 2. A partir de la condicién para los

puntos |, Jy G:
Al _ BJ G t

1B T JC T GJ " 1-t

Al considerar un sistema referencial con origen en el punto O, es
posible deducir las siguientes relaciones vectoriales:

Ol'=(1-)| OA+t OB
— —_— =
OoJ=(1-t) OB+ tOC
— — —
OG=(1-19) Ol+tOJ

de donde se deduce:

0G=(1- 1> OA+ 2t(1-1) OB + ¥ OC

Consideramos los puntos de coordenadas A (x, ; ya), B (g ; Yg)
y C (X¢ ; Yc) se obtienen las expresiones:

Xg = (1-8? Xa + 2(1-1) t xg+ t2xc
Vo= (1-07 ya+ 2(1-0) tyg+ Pyc
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A modo de ejemplo, con los puntos A (-1,38 ;-1,1), B (1,31 ; 1,00)
y C (2,76 ; - 0,55) se grafica:

T TN G S AN DA NI A G
B A L ey B i N T o L
SR T
cxti(1- )% 1,384 201 -] 1,31 + 22 h

2 . 2.
ot l=(1 -t Lal+2(1-t)-t 1+t -.55
W s

i toi 2
xt2(t = xci ~. 3536 uc - 406
[ TRI AT TiE i TR AT G

Si se consideran 4 puntos (A, B, C y D) se obtendra, ya sea por
construccidn o por expresion paramétrica una curva de Bézier de
grado 3. Para ello se deberan considerar los puntos |, J, K, H, Ly
G los cuales cumplen la siguiente relacion:

Al _BJ _CK _ IH_ JL _ HG _ t

1B T JC T KD ~

HJ ~ LK = GL ~— 1t

Al aplicar en forma sucesiva la MACRO “Punto Ponderado’
definida al principio, a los segmentos AB, BC, CD, IJ, JK, HL,
respectivamente, se determina el punto G; al trazar su lugar
geométrico de igual manera como se hizo anteriormente, se

obtiene una curva de Bézier de grado 3:

T O A N i A
g N T e P I ]
P -} B o
I
S H
t=0.34 1 G K
L e
A A
+ +
(S R AT T [y Rl AT i

Resulta interesante la expresiéon vectorial mediante la cual se
obtiene el punto G:

OG=(1-1)° OA+ 3(1-1’ t OB + 3(1-t) t° OC + t° OD

de donde se escriben las ecuaciones paramétricas:

x5 = (1-0° x4 + 3(1-0% t xg+ 3(1-1) Pxc+ £xp
v = (1-02 yu + 3(1-02 t yg+ 3(1-0) Pxc+ Lyp
con0<t<1

Al graficar esta expresion para los puntos:

A(-1,38;-1,1),B(1,31;1,00),C(2,76;-055)y
D (3,31; 0,93 ) se obtiene:

T Fev T Fr (P4 TeT | FET . T GANE P A e
va Zoom|Edit| v[Todos|[Estilof . -E Zoom[Trazs|Redib|Mat |Dib{+ / F

21 - 1T 1L IE 4 (L - )b 1T+ 3H
utzo1 B SR UE IS FE USSR . e

[EEICH TAD FITD Pk FRIE FAL_ITD FAE
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Curva de Bézier de grado n-ésimo:
Considerando los puntos

Py = (X0, yo), P = (X1/ y1), P, = (Xzz yz) o Py= (Xn ’ yn)

Es posible obtener una curva de Bézier de este conjunto de
puntos por medio de la siguiente expresion vectorial:

— & . =)
0G=) ,C{1-t)"t OP, 2

i=0

dondere [0; 1]

Obsérvese que cuando t = 0 se tiene G (x, y) = Py (X, o) Y que
cuando t = 1, se tiene G (x, y) = P, (x, , y,), asi que la curva
de Bézier empieza en el punto P (xy, yp) Y termina en el punto
Po (Xa / ¥o)-

Superficies de Bézier:

Una deduccién natural es la generalizacion del concepto de
curvas de Bézier a curvas y superficies en R®. Esto es posible de
realizar facilmente por medio de la utilizacion de la igualdad (2) y
la parametrizacion de las ecuaciones de curvas y superficies.

Conclusion

En la busqueda de contextualizar y dar significado a los
aprendizajes en matematica, de modo tal que nuestros alumnos
sientan atraccién por la asignatura, generando con ello la
motivacion por los aprendizajes y creando un ambiente propicio
para el desarrollo de habilidades tales como el andlisis,
generalizacion y resolucion de problemas, todo lo anterior
enmarcado con la incorporacion de las nuevas tecnologias (en
particular aquellas portables) es interesante el mostrar a nuestros
alumnos una aplicacién directa de la matematica en un campo de
gran actualidad y que suscita, naturalmente, el interés de ellos.
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Nuestro editor recibiendo el premio Euclides junto al rector de la universidad
Sr. Pedro Rosso y el Sr. Juan Olmedo de la fundacion AES Gener SA
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La Universidad Catdlica de Chile otorga cada dos anos el “Premio
Euclides” al profesor de Educacion Media (secundaria) de todo el
pais, que se haya destacado tanto por su dedicacion ejemplar a
la disciplina de las matematicas como por su innovacion en los

métodos de ensefanza e incentivo a sus alumnos.

El jurado del Premio Euclides otorgd la distincion al profesor
Marco Antonio Barrales Venegas, profesor del Colegio Aleman
de Concepcién y Universidad San Sebastian, en reconocimiento
"a sus innovaciones y sobresalientes aportes a la ensenanza
de la matematica, por su destacada trayectoria académica
y su gestién docente que generosamente comparte con su
colegio y alumnos".

El profesor Marco Antonio Barrales tiene una trayectoria
impresionante. Sus actividades van desde las comunes guias de
ejercicios hasta el diseno de problemas reales para solucionar
mediante el uso de calculadoras. Constantemente ha estado
perfecciondndose tanto en Chile como en el extranjero y creando
instancias organizativas donde comparte sus descubrimientos y
experiencias con profesores y alumnos. Su constante busqueda
de como ensenar matematica, se ha concretizado en variados
trabajos sobre Ensenanza y Aprendizaje utilizando herramientas
tecnolodgicas que ha presentado en congresos de educacién tanto
nacionales como extranjeros y publicaciones en revistas
de matematica.
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